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Sie erfahren Rekursion ©

class DOZENT feature
fahig: BOOLEAN
-- Ist dieser Dozent auf dem richtigen Niveau?

besserer: like Current

-Ein Dozent, der Dbesser erkl 2r
erkl 2re_rekursion y y y y
do
erkl2re _grundl egende | dee
if f 2 htheg
er kl 2re_mehr
else
besserer er K1 2r e _rekursi on
end

end
end



Der allgemeine Begriff der Rekursion ©

Eine Definition eines Konzepts ist rekursiv , falls
sie selbst eine Instanz des Konzeptes beinhaltet.

u Eine Definition kann mehr als eine Instanz des
Konzeptes beinhalten

u Rekursion i1st der Gebrauch einer rekursiven Definition
0 Rekursion kann direkt oder indirekt sein
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Die Geschichte des Universums* “

[ *£douar dRRurc@st i ons malaris, @8BA.t | qt]es
Dans | e grand temple de B®nar s, S
monde, repose un socl e de cui vre ®:

diamant de 50 cm de haut.

A [ a cr ®at i o6Md plattauxeen or pun sun uheales aiguilles, le
plus grand en bas et les autres de plus en plus petits. C'est la tour de
Br ahmo.

Les moi nes doivent conti niment d®p/
ceux-c |/ se retrouvent dans [ a m°me co

La r gle de Brahmo est simple: un .
grand plateau sur un plus petit,

Arri/i v® ~ ce r®sul tat, /[ e monde t omi



Die Geschichte des Universums* “

* ' bersetzung des Texts auf

Im Tempel von B ® n a,runteshalb des Doms, der das Zentrum der Welt
kennzeichnet, stehen auf einer Kupferplatte drer diamantene Nadein,
50 Zentimeter hoch.

Bei der Erschalfung hat Gott 64 Scheiben aus reinem Gold auf eine
d/i eser Nadel n gesteckt, di e gr °sst e
restlichen, immer kileiner . Dies istder Turmvon Br a hh m©

Di e M°nche mgssen di e Scheri ben st ei
gleichen Konfiguration auf einer anderen Nadel liegen.

Die Regel von B r a h igt@nfach: Nur eine Scheibe pro Schritt, und
ni emals el ne gr°ssere Schei be aufrf

Sobald sie dieses Ziel erreichen, wird die Welt zu Staub zerfallen und
fer [ mmer verschwi nden.



Die Turme von Hanoil




Wieviele Schritte? O,

Annahme: 77 Scheiben (7 00); 3 Nadeln guelle, ziel, andere

Di e gr°sste Schedgublenakham/bewagti r
werden, falls Letzteres leer ist; alle anderen Scheiben
m¢ S S e nandene iegen.

Also ergibt sich die minimale Anzahl Schritte zu:

gr °sstamelgo
nach z/e/ bewegen

andere bewegen

[ /11 1von quelle nach

n i vbn andere J
[ Da H1 =1 J nach z/e/ bewegen




Diese Logik ergibt einen Algorithmus! ©

hanoi (n. INTEGER ; quelle, ziel, andere . CHARACTER
-- Verschiebe 1 Scheiben von guelle nach ziel,
-- mit andere als Zwischenspeicher.

require
nicht_negativ : n>=0
ungleichl: quelle I= ziel
ungleich2: ziel/ I= andere
ungleich3: quelle I= andere
do

if 77>0 then Rekursive Aufrufe

hanoi (n1 1, quelle, andere, ziel)

umstelle (quelle, ziel)

hanoi (n1 1, andere, ziel, quelle)

end
end



Die Turme von Hanoil




Eine mogliche Implementation fur  umstelle

umstelle (quelle, ziel . CHARACTER
-- Verschieben von guelle nach ziel.
require
ungleich: quelle I= ziel
do

/lo.put string ( 0 Von 0)
/o.put _character (quelle)

jo.put string ( 0 nach 0)
/o.put _character (ziel)

/o.put_new line
end
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Die Turme von Hanoil




Ein Beispiel

Ausf ¢hrung

hanoi (4,

des Aufruf s

~

OAO0, O0BO,

5Co)

wird eine Sequenz von 15 (24 -1) Instruktionen ausgeben:

Von A nach C
Von A nach C
Von A nach C
Von C nach A
Von A nach C

Von A nach B
Von B nach A
Von A nach B
Von B nach A
Von A nach B

Von C nach B
Von B nach C
Von C nach B
Von C nach B
Von C nach B
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Beispiele

U Rekursive Routine

U Rekursive Grammatik

U Rekursiv definiertes Programmierkonzept

U Rekursive Datenstrukturen

U Rekursiver Beweis

14



Rekursive Routine ©

Direkte Rekursion: Der Rumpf beinhaltet einen Aufruf der
Routine selbst.

Beispiel: Die Routine hano/der Vv or angeganger
des Probl ems der T¢rme von Ha

15



Rekursive Definition (aus der  Generizitat -Lektion) ©

Ein Typ ist:

i Entweder eine nicht -generische Klasse, z.B.
STATION

i Oder eine generische Ableitung , z.B. der Name einer
Klasse, gefolgt von einer Liste von [Typen |, die
tats2chlichen geneinKlannéare n.B. P

LIST [STATION |

LIST [ARRAY[STATION 1]

16



Rekursion: direkt und indirekt

Routine r ruft sich selbst auf @E

N
r ruft saufund sruft r auf QQ}S)

r, ruft r, auf... r, ruft r, auf

S 7D TN

O @ @ ©
_—
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Rekursive Grammatik

Instruktion .= Zuweisung | |K onditional || Verbund | ...

Konditional ::= if Ausdruck then |/nsz‘rukz‘/0/7 l

else |/nsz‘rukz‘/0n l end

18



Die lexikographische Ordnung definieren ©

St e k°nnen diesen Begri f:f 1 n ¢
u ABC kommt vor DEF
u AB kommt vor DEF
u A kommt vor AB
u A kommt vor ABC
i Leeres Wort kommt vor ABC

Die Aufgabe ist, eine Definition vorzuschlagen. Wir verlangen
nicht eine konstruktive Methode (ein Algorithmus), z.B.

alWir betrachten die ersten Buchstaben  x1 und y1 von x
und y; wenn x1 kleiner als y1 ist, dann kommt x vor y;
sonstwenn x1gleich y1/ st , @a&we) O

sondern eine echte Definition, in der folgende Form:

abDas Wa&aammtovordé dem Mgoerntau danm
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Die Lexikographische Ordnung definieren ©

Problem: Definiere den Begriff, dass das Wort wl vor dem
Wort w2 kommt, nach alphabetischer Ordnung.

Konventionen:
A Ein Wort ist eine Sequenz von null oder mehr Buchstaben.

A Ein Buchstabe ist eines der folgenden Zeichen:
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

A F¢r alle Paare von Buchstabe
Okleiner6  aer andere ist. Die Ordnung ist jene der
vorherigen Liste.

. v
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Die lexikographische Ordnung: Beispiele

ABC

AB

A

A

Leeres Wort

kommt vor DEF

kommt vor DEF

kommt vor AB

kommt vor ABC

kommt vor ABC

21



Eine rekursive Definition O,

Das Wort xk o mmtoroo d e m Mgemau dann, wenn sie
el ne der folgenden Bedingunge

i xistleerund yistnichtleer

i Weder x noch ysind leer, und der erste Buchstabe
von x Ist kleiner als der erste Buchstabe von y

i Weder x noch ysind leer und (beide Bedingungen):
A lhre ersten Buchstaben sind die Gleichen

ADas Wort, das man erhalt,
Buchstabenvon xwe g | 2 s st |vor|ldemmmt
Wort, das man durch das Weglassen des ersten
Buchstabensvon yer ha | t
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Als eine rekursive Funktion ausgedriickt ©

vor | alias 0 j Oy: STRING ) : BOOLEAN
-- Kommt diese Kette vor yin lexikographischer Ordnung?
do
Result ;=
(/s _empty and not y /s empty ) or
((not /s empty and not y /s empty ) and then
((first <y first ) or
((first =y first ) and (rest (y rest))

Der Rest des Wortes
(vom Typ STRING )

Erstes Zeichen (vom
Typ CHARACTER)

23



Eine rekursive Datenstruktur O,

A binary tree
(“branching”

Left subtree / \ Right subtree representation)
1/ / \
\ Comvention:
Ein bin?rer Badsin el né€s Typss
u Entweder leer
i Oder ein Knoten, bestehend aus drei disjunkten Teilen:

AEin Wert des Typs G: Die Wurzel
AEin[b |l n2r e r]jesEr)q)sj g, der linke Teilbaum*

AEin [b I n8r e r] de$3Typs g, der rechte Teilbaum

*Engl.: Subtree

24



Knoten und Baume: Ein rekursiver Bewels ©

Theorem Mit Jedem Knoten | ed
WI T el nen bin2ren Baum assozil
cbereir nsti mmen

Bewels:

0 Falls der Baum leer ist: trivial
0 Andernfalls:

A Assoziiere die Wurzel mit dem gesamten Baum.

AJeder andere Knoten 7 ist entweder im linken oder
Im rechten Teilbaum: assoziiere 77 mit dem in
diesem Teilbaum (assoziierten Baum.

Konsequenz: Wir k°nnen ¢ber
eines Knoten reden.

25



Skelett einer Klasse eines Binarbaums ©

class BINARY TREE [G]

feature
item : G
left : (BINARY TREE |[G
right : [BINARY TREE |[G

Ander e An-furnadg eL,° skihnbfesf gee

end

26



Rekursive Routine auf einer rekursiven Datenstruktur 0.

count:. INTEGER
-- Anzahl Knoten. Sy Pl
do e N
Result ;=1 e B N,
it left /= Void then = = &
Result := Result +|/eﬁ‘ .count |
end

it right |= Void then

Result := Result +|r/'g/7t .count l

end
end

27



Traversieren eines Binarbaums

print_all
-- Alle Knotenwerte ausgeben.
do

if /eft /= Void then |/eﬁ‘ orint_all |end

print (/tem)

If right /= Void then |r/'g/71‘ porint_all | end

end

28



Kinder und deren Vater

Left child

Parent

N

Right child

Theorem: nur ein Vater( -knoten) (parent)

Jeder

Knoten |1 n el

ausser die Wurzel, die hat keinen.

nem bi

N&ren
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Mehr Eigenschaften und Terminologie

Ein Knhnhoten ei nes Bin&r baumes

é

U Ein linkes und ein rechtes Kind
U Nur ein linkes Kind

U Nur ein rechtes Kind / \

U Kein Kind

haben / /\

18

PN
N

67
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Mehr Eigenschaften und Terminologie

Auf wa r t Qmard gath).
i Eine Sequenz von einem oder mehreren
Knoten, wobei jeder Knoten in der / \

Sequenz der Vater des vorherigen
Ist (falls vorhanden) / / \

it Anal og: Abw2artsp d
(downward path) / / \

12

Theorem: Wurzelpfad \ﬁ
i Von jedem Knoten in einem

Bi n2r baum gl bt es einen el nzigen

ZU der Wurzel

Theorem: Abw2rtspfad

i F¢e¢r Jeden Knoten 1 n einem Bin2rbal

Abw2rtspfad, der di e Wur zel mi t
aufeinanderfolgende Anwendungen von /eft und right verbindet

d
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Die Hohe eines Binarbaums ©

Die maximale Anzahl Knoten auf einem

Abw2rtspfad von Wurze
ZU einem Blatt / \
height - INTEGER / / N

-- Maximale Anzahl Knoten / /\

—-~-auf el nem Abwartspfad
local \?

/h, rh . INTEGER
do

if Jeft /= Void then /h:= |left .height | end

if right |= Void then rh :=|right .height ]end
Result :=1 +/h.max (rh)
end
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Operationen auf binaren Baumen

add left (x:. G)

-- Erzeuge linkes Kind mit Wert  x.

require

no_left child _behind : /eft =Void
do

create /eft .make (x)
end

add right (x: G) ...gleiches Muster...

make (x . G)
-- Initialisiere mit Wert X.
do
item = x
ensure

set: /item = x
end
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Traversieren eines Binarbaums

Symmetrische Reihenfolge (inorder):
traversiere linken Teilbaum

besuche die Wurzel

t raversiere rechten Teilbaum | /'1'\

Hauptreihenfolge (preorder): e EN

besuche die Wurzel / / \78
. 0 ‘ : : 41 [ 1
|t raversiere links | / ] | a

traversiere rechts | [ 12
Nebenreihenfolge (postorder): )

|t raversiere links |
|t raversiere rechts |

besuche die Wurzel

i, \ 90'
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Binarer Suchbaum

Ein Bin2rbaum ¢(ber el ne
geordnete Menge G istein

bin2a2rer Suchbaum, fa/l\fér
jeden Knoten n qilt:
e

. . 18 .
i F¢r | ede neddshnéen e
Teilbaums von 77: /\
. . 12
X.ltem <n.item \

67
iF¢r J edemnwddsnot en
rechten Teilbaums von 7:

x.item On.item
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Elemente geordnet ausgeben

class BINARY SEARCH TREE |[G..] feature 35

item . G ;/ ! \\.4
left , right . |BINARY SEARCH _TREE [G
o CAMCSROLIREEIA) & A
print_sorted e T
-- Elemente geordnet ausgeben. | 2N
do ~

if /eft /= Void then ‘/eft .orint_sorted |en

print (/tem)

if right /= Void then ‘r/'ghz‘ orint_sorted |end

end
end




Suchen In einem Binarbaum

class BINARY SEARCH TREE |[G..] feature
item . G

left , right : (BINARY. SEARCH_TREE [G ] |

has (x . G). BOOLEAN
-- Kommt x in einem Knoten vor?
require
argument_exists: x /= Void

do
If x = /tem then
Result = True
elseif x </tem and /eft /= Void then
Result ::|/9fl‘ .has (x) l
elseif x >/tem and right /= Void then
Result := |f/0hf .has (x) |
end
end

end
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Einflgen In einen Binarbaum

Versuchen Si e diI es

a l

S

bung!
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Wieso binare Suchbaume? O,

Li neare Strukturen: Einf ¢ gen,
O (n)
Bi1 n 2 Suehbaum: durchschni ttl i ch f ¢

und L©°sch&fag(n)

Aber: Worst case: O (1) ! (Denk¢bung: Wanr
i Verbesserungen: Rot-Schwarz-B2 u me ,-BA ¥ Ine

Messungen der DbEsbcoage agexagetcése, :
worst case.
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Wohlgeformte rekursive Definitionen ©

Ei ne

0

0

0

R1

R2

R3

nétzliche rekursi ve Def i |
sicherstellen:

Es gibt mindestens einen nicht -rekursiven Zweig

Jeder rekursive Zweig tritt in einem vom
Originalkontext verschiedenen Kontext auf

F¢r Jjeden rekur si vdern Zw
Kontextwechsel (R2) i hn n2 her zu
rekursiven Zweig bringt ( R1)

40



oOoHanoi 0 I st wohl gef or mt

hanoi (n: INTEGER ; quelle, ziel, andere . CHARACTER
-- Verschiebe 1 Scheiben von guelle nach ziel,
-- mit andere als Zwischenspeicher.

require
nicht_negativ: n>=0
ungleichl: quelle I= ziel
ungleich2: ziel/ I= andere
ungleich3: quelle I= andere
do
if n>0then

‘ hanoi (n1  Quelle, andere, ziel ) |

umstelle (quelle, ziel)

| hanoi (n1 1, andere, ziel, quelle ) |

end

end

0,

41



Was wir bisher gesehen haben: ©

Eine Definition ist rekursiv, falls sie den eigenen Begriff
auf ein kleineres Ziel anwendet.

Was alles rekursiv sein kann: Eine Routine, die Definition
el nes Konzeptese

Immer noch einiges unklar: Besteht nicht die Gefahr einer
zyklischen Definition?

42



Rekursionsvariante ©

Eine rekursive Routine sollte eine Rekursionsvariante
benutzen, eine ganze Zahl, die mit jedem Aufruf
verbunden wird, so dass :

i Die Variante ist immer >=0 (Aus der Vorbedingung)

i Falls die Variante zu Beginn einer
Routi nenaudsenfWehrvidhmg , ¢
Wert vd ¢r all e rekursi v

t

|| f
en AU

0 Ov dv
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Hanol: Wie lautet die Variante?

hanoi (n: INTEGER ; quelle, ziel, andere . CHARACTER
-- Verschiebe n Scheiben von guelle nach ziel,
-- mit andere als Zwischenspeicher.

require
é
do
If n>0then
hanoi (n1  Quelle, andere, ziel )
umstelle (quelle, ziel)
‘ hanoi (n1 1, andere, ziel, guelle ) |
end

end
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Suchbaume ausgeben: Was ist die Variante?

class BINARY SEARCH TREE |G ..] feature N
jitem: G 2 =
left , right : (BINARY SEARCH_TREE [G ] ] VAN

| e T/
print_sorted L2 %
-- Elemente geordnet ausgeben. N
do
if /eft /= Void then ‘/eft print_sorted | end
print (/tem)
if right = Void then |r/'ghz‘ print_sorted |end
end

end



Vertrage fur rekursive Routinen

hanoi (n. INTEGER; quelle, ziel, andere . CHARACTER
-- Verschiebe n Scheiben von guelle nach ziel,

-- mit andere als Zwischenspeicher.

-- variant : n

-- Invariant : Die Scheiben auf jeder Nadel sind
—-abnehmend 1 n 1+ hrer Gr°%sse

require
é
do
if n>0then

| hanoi (n1 1, quelle, andere, ziel ) |

umstelle (quelle, ziel)

‘ hanoi (n1 1, andere, ziel, guelle ) |

end
end
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Mc Car t dilyFoang&tion

M (n) =

u nolo falls 7> 100

i (M)(M)(n+11)) falls nO 100

a7



Noch eine Funktion 0,

bizarr (n) =

u 1 falls n=1

( |b/'zarr (n/ 2)| falls 7 gerade ist
( ‘b/'zarr (3*n+1)/ 2) \ falls n7>1und 7ungerade ist
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Fibonaccl -Zahlen

fib (1) =0
fib (2) =1

b (n)=7fb (nt 2) +fib (n1 1)

for

n>72
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Fakultat ( 7actorial )

0l=1

nt=n* (n1t1)! for n>0

Di e rekursive Definition
Interessant; in der Praxis werden Schleifen (oder
Tabellen) benutzt

St
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