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Axiomatic descriptions
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“Laws”
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“Laws”
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“Natural” semantics
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“Natural” semantics laws
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The axiomatic method

Bertrand Russell (cited by Hoare et al.): an axiomatic approach 
(i.e. postulating the laws)

has the advantages of theft over honest toil

Hoare et al.:

of course, the mathematician should also design a model of 
the language, to check completeness and consistency of the 
laws, to provide a framework for the specifications of 
programs, and for proofs of correctness
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Real functions  and , such that:

  = – 

  =  

 (x)2 +  (x)2 = 1

etc.

Defining functions
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Programs

A program (or specification) over a state space S is given by

 A relation  post :  S  S ‐‐ Postcondition

 A set Pre   S ‐‐ Precondition

For given program p, write these postp and Prep

Conversely, <post, Pre>  is the program defined from post and Pre

Notation: S  S

‐‐ Relations on S, i.e. P (S  S)
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Programs vs specifications

Examples:

 x := 1

 Result2 = Input
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Programs

A program (or specification) over a state space S is given by

 A relation  post :  S  S ‐‐ Postcondition

 A set Pre   S ‐‐ Precondition

For given program p, write these postp and Prep

Conversely, <post, Pre>  is the program defined from post and Pre

Notation: S  S

‐‐ Relations on S, i.e. P (S  S)
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Program/specification 

S
Pre

post
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Determinism

S
Pre

post

b

A program is deterministic if b is a function*

The same concept applies to specifications

*“Functions” are possibly partial; total functions are always marked as such
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Programming language, specification language

Set of predefined relations and combinators for building 
programs/specifications
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Varieties of programs

Deterministic if postp is a function
Non‐deterministic otherwise

Functional if every subset C of S is disjoint from postp (C)
Imperative otherwise

Object‐oriented if if S is of the form 0  n  O for an integer n
and a set O of “objects”

Procedural otherwise

Notation: r (A) 
‐‐ Image of a set by a relation

A program (or specification) over a state space S is given by

 A relation  post :  S  S ‐‐ Postcondition

 A set Pre   S ‐‐ Precondition
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Equivalence

Two programs are equivalent if they have the same Pre and the 
same post / Pre

Notation: restriction and corestriction of a relation
r / X ‐‐ r    (X  S)
r \ Y ‐‐ r    (S  Y)

A program (or specification) over a state space S is given by

 A relation  post :  S  S ‐‐ Postcondition

 A set Pre   S ‐‐ Precondition
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Feasibility

A program is feasible if  Pre  post

Notation: r ,  r 
‐‐ Domain, codomain of a relation

A program (or specification) over a state space S is given by

 A relation  post :  S  S ‐‐ Postcondition

 A set Pre   S ‐‐ Precondition
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Refinement

p2 refines p1 if:

 post2 post1 ‐‐ Strengthening

 Pre2  Pre1 ‐‐Weakening

 Also: S2  S1 ‐‐ Specialization

Refinement is a preorder over specifications/programs
(partial order modulo program equivalence)

Pre1



Notation: r     r’ means (r / X)  r’
X


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Implementation

An implementation of p is a feasible refinement of p
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Implementation theorem

A specification having an implementation is feasible

In other words, if a specification has a feasible refinement, it is 
itself feasible
Proof: let p be the specification and i its implementation; we 
must prove that Prep  postp. We have:

/1/ Prep  Prei ‐‐Weakening

/2/ Prei  posti ‐‐ Feasibility of i

/3/ Prep  posti ‐‐ From /1/ and /2/

/4/ posti postp ‐‐ Strengthening

/5/ posti  Prep  postp ‐‐ From /4/

/6/ Prep  postp ‐‐ From /3/and /5/

Prep


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Refinement safety

An operator § is refinement‐safe if

q1  p1 and q2  p2 implies (q1 § q2)  (p1 § p2)

Theorem: all the operators introduced in this discussion are 
refinement‐safe
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Contracted programs

If p is a program, the notation

require Pre do p ensure post end

(a “contracted program”)

states that p is an implementation of <post, Pre>

A (contracted) program is a proof obligation

Reminder: <post, Pre> is the program of 
postcondition post and precondition Pre
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Programming language, specification language

Set of predefined relations and combinators for building 
programs/specifications
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Fundamental combinators

Name Notation Postcondition Intuition

Choice 
(union)

p1  p2 post1  post2
Performs like 
p1 or like p2

Composition
(sequence, 
compound, …)

p1 ;  p2 post1 ; post2

Performs like 

p1 then like p2

Restriction
(guarded 
command)

C: p
(also: p / C)

postp / C
Performs like p 
on C

Corestriction p \ C postp \ C Corestriction

Operations on relations:
r ; r’  ‐‐ Composition
r / r’  ‐‐ Restriction
r \ r’  ‐‐ Corestriction
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Theorems

 C1: (C2: p) = C2: (C1: p) ‐‐ 1

 C1: (C2: p) = (C1  C2): p ‐‐ 2

 C: (p1  p2) = (C: p1)  (C: p2)  ‐‐ 3

 C: (p1 ; p2) = (C: p1) ; p2 ‐‐ 4

 q ; (p1  p2) = (q ; p1)  (q ; p2)  ‐‐ 5

 (p1  p2) ; q  = (p1 ; q)  (p2 ; q) ‐‐ 6

 (p1  p2) \ C  = (p1 \ C)  (p2 \ C)  ‐‐ 7

 If D  C,  then (C: p)  (D: p) ‐‐ 8

 If q  p,  then (C: q)  (C: p) ‐‐ 9
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Extreme programs

Skip: <Identity, S>

‐‐ where Identity is  x | x

Havoc:  <S  S, S>

Fail:  < ,  >

Notation: <post, Pre> is the program of 
postcondition post and precondition Pre
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More theorems

(p \ C)  = (p ; (C: Skip)

(p ; Skip)  = (Skip ; p) = p

(p  Fail) = (Fail  p) = p

(p; Fail) = (Fail ; p) = Fail

(p  Havoc) = (Havoc  p) = Havoc

(p ; havoc)  = (Prep: Havoc)

p  (C: p)

If q1  p1 and q2  p2: (q1  q2)  (p1  p2)
If q1  p1 and q2  p2: (q1 ; q2)  (p1 ; p2)

For any p:  p   (Prep: Havoc)

For any total p: p   Havoc

If and only if p = Fail: p   Fail

If and only if p = Fail: Fail  p
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Atomic concurrency

Name Notation Postcondition Intuition

Atomic 
concurrency

p1 || p2

(p1 ; p2)


(p2 ; p1)

Performs once 
like each of  p1
and p2

Theorems:

Two programs commute if (p1 ; p2) = (p2 ; p1)

p1 || (p2  p3 ) = (p1 || p2)  (p1 || p3)

(p1  p2) || p3 )  = (p1 || p3)  (p2 || p3)

(C: p1 || p2 )  = (C: p1) || (C: p2)

(p1 || p2) \ C =  (p1 \ C ) || (p2 \ C)

(p1 ; p2)   (p1 || p2)

(p2 ; p1)   (p1 || p2)
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Fine‐grain concurrency

Ternary operator:

(p1, p2) || q

defined as:

((p1 || q) ; p2)  (p1 ; (p2 || q))

Some theorems:

 (p1, p2) || q =  (q ; p1 ; p2)  (p1 ; q ; p2)  (p1 ; p2 ; q)

 (p1 ; p2) || q  (p1, p2) || q

 p1 ; (p2 || q)  (p1, p2) || q ‐‐ “Laws of exchange”

 (p || q1) ; q2  (q1, q2) || p  ‐‐ (Hoare/Van Staden)
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Conditionals

Name Notation Definition

Guarded 
conditional

if C1: p1 [] C2: p2 end (C1: p1)  (C2: p2)

If‐then‐else if C then p1 else p2 end (C: p1)  (C’: p2)

Notation: C’ 
‐‐ Complement of a set



16

31

More theorems

(C: p)  =  if C: p end

if C1: p1 [] C2: p2 end  C1: p1
D: (if C1: p1 [] C2: p2 end)  (if (D  C1): p1 []

(D  C2): p2 end)

if C then p1 else p2 end  =  if C:  p1 [] C’: p2 end

if C then p1 else p2 end  =  if C’ then p2 else p1 end

If D1 C1 and D2  C2, then

if D1: p [] D2: q end   if C1: p [] C2: q end

If q1 p1 and q2  p2, then

if C1: q1 [] C2: q2 end   if C1: p1 [] C2: p2 end

If q1 p1 and q2  p2, then

if C then q1 else q2 end   if C then p1 else p2 end

Notation: C’ ‐‐ Set complement
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Special conditions

True is another name for S

False is another name for 
and is another name for  , or another name for , implies 
another name for 
Theorems:

 (True: p) = p

 (False: p) = Fail

 p \True = p

 p \ False = Fail

 (if True then p1 else p2 end) =  p1
 (if False then p1 else p2 end) =  p2
 and, or, not, implies distribute over choice, restriction 

and conditionals



17

33

Loops

Name Notation Definition

Fixed 
repetition

pi
p0 = p: Skip

pi+1 = (p ; pi)

Arbitrary
repetition

loop p end  pi

“While 
loop”

from a until C loop b end a ; (loop C’: b end)\ C

i  0

34

Invariants

A condition I is an invariant of a program/specification p if

postp (I  Prep)  I

Theorems

 Any I disjoint from Prep is an invariant of p

 If I and J are invariants of p, so are I  J an d I  J 

Invariant refinement theorem
 If I is an invariant of p and q  p, then I is an invariant 

of q / Prep

Notation:
r (A) ‐‐ Image of a set by a relation
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Invariant preservation

All operators seen so far are invariant‐preserving in the 
following sense: an invariant of the operands is also an 
invariant of the result
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Loop invariant

A loop invariant of

from a until C loop b end

is a subset of   a that is an invariant of C’: b

Notations: r ,  r 
‐‐ Domain, codomain of a relation
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Loop correctness theorem

If I is a loop invariant of the loop

L = (from a until C loop b)

then

L     C  I
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Loop feasibility theorem

For feasible a and b, the loop

from a until C loop b

is feasible if both:

 b  C is a loop invariant

 C’: postb is well‐founded
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Contracted programs

If p is a program, the notation

require Pre do p ensure post end

states that p is an implementation of <post, Pre>

A (contracted) program is a proof obligation
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Contract refinement theorem

If

post  post’

Pre’  Pre

and the following is a contracted program:

require Pre do p ensure post end

then so is

require Pre’ do p ensure post’ end
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Properties of programs

Name Notation Definition

Strongest postcondition of 
b for Pre

b sp post postb / Pre

Weakest precondition of b
for post

b wp post b  — postb— post

b sp False = Fail

b wp Fail = False

Fail sp C = Fail

Fail wp p = False

b sp (p  q) = (b sp p)   (b sp q)

b wp (p  q)  (b wp p)  (b wp q)
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Theorems

 Pre sp i is the smallest relation post such that Pre, i and
post define a correct program

 i wp post is the largest set Pre such that Pre, i and post
define a correct  program

 Any implementation of the MAI (Most Abstract 
Implementation)  of a specification p is an 
implementation of p

 If p is feasible, its MAI is an implementation of p

 The MAI is the largest relation i such that Pre, i and post
define a correct program
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A project: FLIP

Formal Language Innovation Platform

Eiffel library:

 Basic classes representing key mechanisms: aggregation, 
alternation… 

 Notion of proof

 Deferred classes representing the notions discussed 
earlier: environment, state, instruction, expression…

 Proof mechanisms

 Effective classes representing common notions, e.g. 
assignment, state in a Pascal‐like language, state in an 
OO language…

 Pre‐packaged proof

44

A program as a proof obligation

S

Pre

post

b
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Definition: Programming

Programming is the process of devising interesting
contract‐implementation pairs and discharging the
associated proof obligations

Program = specification + implementation + proof obligation

46

Programming


